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: Evaluare sumatlva3
‘Evaluare sumativa 4

L1:  Multimi definite printr-o proprietate comuna a elementelor lor

L2: Intervale numerice si reprezentarea lor pe axa numerelor;
intersectia si reuniunea intervalelor

L3: Inecuatiideformaax+b>0(s, > <), a,beR

Proiect

‘Recapitulare si evaluare.

L1: Operatii cu numere reale reprezentate prin litere (adunare, scadere lnmultlre
Tmpdrtire, ridicare la putere); reducerea termenilor asemenea

L2: Formule de calcul prescurtat

L3: Descompuneriin factori utilizand reguli de calculin R

L4:  Fractii algebrice. Operatii cu fractii algebrice

L5: Ecuatiade formaax*+bx+c=0,a,b,cecR,a=0

Proiect

 Recapitulare si evaluare

L1: Functii. Functii definite pe multimi finite
L2: Functiadeformaf:D— R, f(x)=ax+b,a, b e R, unde D R este o multime finita
sau un interval nedegenerat. Interpretare geometrica. Lecturi grafice
Proiect
L3: Elemente de statistica: |nd|cator|| tendlntel centrale
ievaluare : 2 :
L1: Puncte, drepte, plane
L2: Corpuri geometrice. Piramida, piramida regulata, tetraedrul regulat
L3: Corpuri geometrice. Prisma dreaptd, paralelipipedul dreptunghic, cubul
L4:  Corpuri geometrice: cilindrul circular drept, conul circular drept
L5: Drepte paralele. Unghiul a doua drepte
L6: Dreapta paraleld cu un plan
L7: Plane paralele
L8: Sectiuni paralele cu baza in corpurile studiate

L9: Dreapta perpendiculard pe un plan. Distanta de la un punct la un plan.
Aplicatii: Tnaltimea unei piramide, inaltimea unui con circular drept

L10: Distantﬁa dintre doua plane paralele. inltimea prismei drepte si a cilindrului circular
drept. Indltimea trunchiului de piramida si a trunchiului de con circular drept

L11: Plane perpendiculare. Sectiuni diagonale si sectiuni axiale

L12: Proiectii pe un plan. Unghiul dintre o dreapta si un plan

L13: Unghi diedru. Unghi plan corespunzator diedrului. Unghiul a doua plane.
Plane perpendiculare

L14: Teorema celor trei perpendiculare. Calculul distantei de la un punct la o dreapta;
calculul distantei de la un punct la un plan; calculul dlstantel d|ntre doua plane paralele

‘Recapitulare si evaluare - R e

L1: Distante si masuri de unghiuri pe fetele sau tn interiorul corpurllor geometrlce studiate
(determinare prin calcul)

L2: Prisma dreapta: arii si volum

L3: Piramida regulata: arii si volum

L4: Trunchiul de piramida regulata: arii si volum

L5:  Cilindrul circutar drept: arii si volum

L6: Conul circular drept si trunchiul de con circular drept: arii si volume
L7: Sfera




Multimi definite printr-

Intervale numerice sireprezentarea lor pe axa numerelor;
intersectia si reuniunea intervalelor

~ Recapitulare
~ sievaluare



Inecuatiile sunt utilizate pentru a compara

doua valori sau expresii si au diverse aplicatii
practice. De exemplu, nivelul maxim de poluare
pe care il poate tolera un rau poate fi reprezentat
printr-o inegalitate, iar oamenii de stiinta care
studiazd mediul inconjurator pot folosi metode
algebrice pentru a realiza cele mai bune politici
pentru reducerea poluarii.
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Lectia 1: Multimi detinite printr-o proprietate comuna
m
Cuvinte-cheie
multime proprietate comuna intersectie reuniune apartenenta incluziune

fn clasele anterioare am considerat, fira a da o definitie riguroasa,
ca o multime este o colectie bine precizata de obiecte (numite elemente),
privitd ca un intreg.

Activitatea umand, Tn toate formele sale, necesiti adesea nu doar grupa-
rea Tn multimi a unor obiecte, idei, actiuni sau fenomene, ci si clasificarea
acestora dupa diferite criterii.

Un exemplu la indeména: observand lumea inconjuritoare, putem
distinge imediat intre plante si animale, deci putem considera multimea
plantelor (regnul vegetal) si multimea animalelor (regnul animal). Analizand
animalele dupa un anumit criteriu, de exemplu, dupi prezenta sau absenta
coloanei vertebrale, constatdm ca regnul animal este constituit din multi-
mea animalelor vertebrate si multimea animalelor nevertebrate.

Matematic, un proces de clasificare, realizat pe baza unui criteriu, conduce la definirea unei multimi de obiecte
cu o proprietate comuné (criteriul dat).

Situatie problema

Echipa de baschet a scolii este formata din 12 elevi. Patru dintre ei ne
zambesc din imaginea alaturatd, imbracati n echipamentul albastru al
echipei.

Multimea B, a componentilor echipei, poate fi scrisi enumerand efectiv
elementele sale, adicd mentionand numele tuturor elevilor: Dan, Adi, Ion,
Toni si asa mai departe.

Multimea B poate fi identificatd si in alt mod, tinand seama c3 fiecare
element al ei are calitatea de membru al echipei de baschet. Aceasta este
o proprietate caracteristica tuturor elementelor multimii B si numai lor,
nefiind verificata de elementele care nu apartin multimii B (de exemplu,
de Alin).

Multimea B se poate scrie si astfel:

B ={x|x este membru al echipei de baschet a scolii}.
Citim: B este multimea elementelor x, cu proprietatea ci x este membru al echipei de baschet a scolii.

De retinut

Daca elementele unei multimi A au o proprietate comuna, notata cu p, specifica lor si numai lor, multimea A
se poate defini si astfel:
A= {x|x are proprietatea p}.

Citim: A este multimea formata din elementele x care au proprietatea p.

! Proprietatea p trebuie formulats astfel ncat s permita identificarea exacta a elementelor multimii (si numai
a acestora). De exemplu, considerand multimea A= {x|x este cifrd araba}, putem afirma, fard echivoc, ci
A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. ,

Nu orice multime se poate scrie insa folosind o proprietate comuna a elementelor. De exemplu, multimea
T=1{7, 11, elefant, contrabas, A, O} nu poate fi definita pe baza unei proprietati specifice elementelor sale.
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Observatii

1. Pentru definirea unei multimi, se pot utiliza si douad sau mai multe proprietati pe
care le verifica elementele sale.
Considerand multimea A din Figura 1, orice element x € A are proprietatile: x este
numar natural, x este par, x <16. Scriem:
A={x|x e N, x este numar par, x < 16}.
Se observa ci A poate fi definitd si astfel: A= {x|x=2k, k e N, k<8}.

2. Daca elementele multimii A apartin unui domeniu dat (altfel spus, multimea A
este submultime a unei multimi definite anterior), putem indica acest lucruinainte Figura 1
de bara verticala.

De exemplu, pentru a defini multimea A a numerelor naturale cel mult egale cu 4, vom scrie:
A={xeN|x<4},inlocde A={x|xeN, x<4].

3. Pentru simplificarea scrierii, in special in cazul multimilor de numere reale, dacé elementele se pot determina

printr-o formuld de calcul (au o forma comuna), se poate scrie aceastd formula (proprietatea comuna) Tnainte
de bara verticala.
De exemplu, pentru a indica multimea numerelor naturale care dau restul 2 la impartirea cu 6 (adica
multimea numerelor de forma 6k + 2, unde k € N), in loc de A= {x|x=6k+2,k ¢ N}, vom scrie, mai simplu,
A={6k+2|keN}j.

4. Pentru o multime finitd, avAnd un numar relativ mic de elemente, enumerarea elementelor intre acolade sau

@ utilizarea unei diagrame Venn-Euler oferd o imagine rapida asupra multimii date. In schimb, multimile infinite
se scriu indicaAnd forma generald a elementelor lor.
Astfel, multimea multiplilor intregi ai unui num&r natural n se scrie: M, = {kn| k € Z}.

a

Multimea numerelor rationale se scrie Qz{ b a,beZ, b;tO} sau Q={im ‘ meN, n eN*}.
n

Exemple

1. Scrierea unei multimi date identificand o proprietate comuna a elementelor
Consideram mulfimile:
a. A={1,3,9,27,81}; b. B={0,1,4,9,16, 25, 36}; c. C={-4,-3,-2,-1,0,1, 2,3, 4}.

Vom identifica, pe rand, cate o proprietate comuna a elementelor fiecarei multimi.
a. Se observicd1=3%3=3%9=3%27=3%si81=3" Asadar:

A={x|x=3keN, k<4}={3"|keN, k<4}.

b. Numerele 0, 1, 4, 9, 16, 25 si 36 sunt patrate perfecte, mai precis patratele numerelor 0,1, 2, 3, 4,5 si 6.
in consecinta:
B={x|x=k, ke N k<6}={k*|keN, k<6}.
c. Elementele multimii sunt numerele Tntregi mai mari decat -5 si mai mici decat 5 (sau mai mari sau egale
cu —4 si mai mici sau egale cu 4). Ca urmare:
C={xeZ|-5<x<b}={xeZ|-4<x<4}.
Folosind proprietatile modulului, putem scrie si C={x e Z | Ix| <5} sau C={x e Z| |x| < 4}.
2. Enumerarea elementelor unei multimi definite printr-o proprietate comuna a elementelor
Fie multimea D = {k + k*| k e N, 2 <k < 5}. Elementele sale sunt numerele naturale x care se obtin prin aduna-
rea unui numar natural k, 2 < k < 5, cu patratul sau. Astfel:
- pentru k=2, obtinem x=2 +2°=6; « pentru k=3, obtinem x=3 + 32=12;
* pentru k =4, obtinem x=4 + 4*=20; - pentru k=5, obtinem x =5 + 52=30.
In concluzie, D= {6, 12, 20, 30}.

3. Studiul apartenentei unui element la o0 multime definita printr-o proprietate a elementelor
Consideram multimile A = {x|x =3k + 2, k € N} si B= {x|x=2t+1, t € N}. Se pun problemele:
a. Care dintre numerele naturale 122, 321, 305 apartine multimii A, respectiv multimii B?
b. Care sunt elementele comune multimilor A si 8?

a. Observam cd122=3 - 40 + 2, deci 122 € A. Lafel, 321 =2 - 160 + 1, adica 321 apartine multimii B.
Presupunand cd 122 e B, ar trebui sd existe t e N astfel incat 2t +1 =122, absurd, deoarece 2t + 1 este
numar impar, iar 122 este par. Asadar, 122 ¢ B.
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Analog, presupunand ca 321 e A, arrezulta cd exista k e Nastfelincat 3k + 2 = 321, adica 3k =319, de unde

:33£: 106%, care nu este numar natural. Rezulta ca 321 ¢ A.

Deocarece 305=3-101+2=2-152+1, deducem cd 305 € Asi 305 € B, adica 305 ¢ AnB.

b. Fie xun element comun multimitor A si B, ales arbitrar. Atunciexista k, t € Nastfelincatx =3k + 2six=2t+1,
deci 2t =3k + 1. Caurmare, 3k + 1 este numar natural par, deci k este impar, adicdareforma2p+1,p € N, de
underezulticad x=3k+2=32p+1)+2=6p+5.

Asadar, dacd x € A " B, atunci x are forma 6p + 5, p € N. Observand ca:

6p+5=3-2p+1)+2cA si 6p+5=2-(3p+2)+1eB,

rezultd cd orice numar de forma 6p+5,p e N, apartine atdt multimii A, cat si multimii B, deci
AnB={x|x=6p+5,peNj}.

k

~1.2. Reuniunea, intersectia si diferenta a dou multimi. Aplicatii |

=
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Observatie

Ne reamintim cd intersectia a doua multimi A si B, notata prin An B,
este multimea formata din elementele comune ale multimilor A si B.
Putem defini multimea A ~ B folosind proprietatea elementelor sale de
a apartine atat multimii A, cat si multimii B. Asadar: A

AnB={x|xeAsixeB}.

Analog, elementele reuniunii Aw B au proprietatea ca apartin fie lui A,
fie lui B, deci:

AUB={x|xeAsaux e B}.
Similar, putem defini si diferenta a doua multimi printr-o proprietate comuna a elementelor sale:
A\B={x|xeAsixeB} sau B\A={x|xcBsixegA}.

Investigatie

Se Impart elevii In patru grupe. In fiecare grupa se alege un purtator de cuvant.
Fiecare grupa primeste o coald de carton pe care sunt scrise multimile:

Grupal: A={xeN|5<x<11}; Grupa2: A={xeN|l6<x<21};
B={xeN|8<x<15}. B={xeN|12<x<24}.
Grupa3: A={xeN|2<x<8}; Grupad: A={xeN|7<x<13};
B={xeN|9<x<14}. B={xeN|12<x<18}.

Cerinte comune:
1. Scrieti multimile A si B prin enumerarea elementelor si reprezentati-le cu ajutorul diagramelor.

2. Determinati multimile A~ B, AU B, A\BsiB\A.

3. Scrieti fiecare dintre multimile AnB, AuB, A\B si B\ A folosind o proprietate comuna a elementelor,
exprimata, acolo unde este posibil, sub forma unei duble inegalitati.
Cerinta specifica:

4. Determinati multimile E~F si EUF, unde E={xe N|a<x<b} si F={xe N|c<x<d},iar a, b, ¢, d sunt
numere naturale care indeplinesc conditia:
grupal: a<c<b<d, grupa2: a<b<d<c;
grupa3: a<b<c<d, grupad: a<c<d<b.

Cerintele se rezolva pe coala de carton primita, in timp de 15 minute. Dupa indeplinirea sarcinilor, fiecare pur-
tator de cuvant prezintd in fata clasei activitatile efectuate si modul de rezolvare.

Se dezbat rezultatele obtinute la cerinta specifica, in functie de ordonarea numerelor a, b, ¢, d. Suplimentar,
se studiaza cazurile in care unele dintre numerele a, b, ¢, d sunt egale.



Prableme rezalvate.Ldei, metode, tehnici apicative

1. Multimea J contine triunghiuri, cercuri si patrate, care pot fi pline (colorate complet)
sau goale (colorate doar pe contur), cu albastru, rosu sau cu verde (Figura 2).
Reprezentati cu ajutorul unor diagrame Venn-Euler multimile:

a. A={x e F|xeste triunghi}; b. B={y e F|ycolorat cu verde};
¢. C={ze F|zesteplinf; d. D={ue FlueAsiueBsiueC}.
Rezolvare

2. Scrieti urmatoarele multimi cu ajutorul unor proprletatl comune elementelor lor:

A=1{40,31,22,13}; b. B={6, 445, 56, 617, 142};
C=110;,15,20; .., 95} d. D=1{-4,-2,-1,1,2,4}.
Rezolvare

a. Elementele multimii A sunt toate numerele de doua cifre care au suma cifrelor egala cu 4: A-={E|a+‘b=4}.
Putem scrie multimea A sisubforma:A={9n+4|neN,1<n<4}. )

b. Numerele 445, 56, 647 au forma n/n+1, unde n € {4, 5, 6}. Observand ca 6=3V4 si 14J2=78,
putem scrie B={n n+l|nel, 3£n£7}.

c. Elementele multimii C sunt toate numerele divizibile cu 5 formate din doua cifre. Utilizand faptul ca orice
numar Tntreg divizibil cu 5 este de forma 5k, unde k € Z, obtinem C= {5k |k e N, 2 < k<19}.

d. Multimea D contine toti divizorii intregi ai lui 4, deciD={n € Z|4: n|.
3. Precizati valoarea de adevar a fiecareia dintre urmatoarele propozitii:
a. P \7elx|1<x<3 xeR}; b. P-4 ¢ {x|Ix| <6,x e N}; c. P;:237 € {x|x=K k e N}.

Rezolvare _
a. Propozitia P, este adevarata, deoarece 1= \/I csﬁ < \/‘3 =5

b. Deoarece {x e N||x| <6,xe N} ={0,1, 2, 3, 4, 5, 6}, propozitia P, este adevarata.
¢. Deoarece 15% < 237 < 167, numarul 237 nu este patrat perfect. P, este o propozitie falsa.
. Aratati ca elementele multimii C = {x| x =6k + 13, k € N} dau restul 1 la mpartirea cu 3.

&>

Rezolvare _

Un element oarecare al multimii C este de formax=6k+13=3-2k+3-4+1=3:(2k+4) + 1.

Cum 1 < 3, din teorema impartirii cu rest rezulta ca restul impartirii lui x la 3 este 1.
5. Fie @ un numér natural. Se considerd multimile A={x|7 <x<a, x e N} si B={x|x: 5, x e N}. Determinati
@ multimea C = {a € N| multimea A n B are 20 de elemente}.

Rezolvare

Elementele comune celor doud multimi sunt multipli de 5 mai mari ca 7, cel mai mic element comun fiind
10=5 - 2. Cele 20 de elemente ale multimii A m B sunt 20 de multipli consecutivi ai lui 5 incepand cu 10, adica
numerele de la 5- 2 la 5- 21. Asadar, A B= {10, 15, 20, .., 105}, deci a>105. Presupunand ca a>110,
ar rezulta ca 110 € A ~ B, adica A ~ B ar avea cel putin 21 de elemente. In concluzie, @ < 110, de unde rezulta
ca C={105, 106, 107, 108, 109}.

1. Se considera multimile A= {x e Z| -3 <x<4}siB={ze Z||z| <2].
a. Reprezentati multimile A si B cu ajutorul diagramelor Venn-Euler.

&. Reprezentati elementele multimii A x B = {(a, b)lacAbe B} intr-un sistem de axe ortogonale xOy.
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2. Scrieti multimile de mai jos folosind o proprietate comuna a elementelor lor:
a. A={0,7,14,21,28}; b. B=1{0,4,8,12,16, 20, ...}; c. €={1,5,9,13,17, 21, ...}.

. Fie multimea M :{—2,(6);0;2\/5; n;—%; \/g} Scrieti, prin enumerarea elementelor, multimile:

&nd

a. A={xeM|x=0}; b, B={xeM|xe Q}; e. C={xeM|xeZ}; d. D={xeM|x<-3}.

4 && Se considera multimile A = {x|x =6k + 3, ke Z} si B= {x|x =3k, ke Z}.

a. Scrieti cate trei elemente din fiecare multime.
b. Verificati daca numerele 112, 204 si 333 apartin celor doua multimi.
¢. ArataticaAc BsiB¢A.

x+1
x+3

5. Se dau multimile A—{
x+1

XEN,XSZO}.

XGN’,XSZO} Si B:{

a. Stabiliti cate elemente au multimile A si B.
b, Comparati produsul etementelor multimii A cu produsul elementelor multimii B.
&. Determinati multimile:
a. A={(x,y) e ZxZ|xy+5=0}; b. B
c. C={(x,y) e RxR|x+2y=9si2x-y=8}; d. D
. Determinati numarul elementelor multimilor:
a. A={abc|a+c=3} h. B={abeN|a<b}; -« C={zeZ|lz|<18}; d. D={x|x* <11, xeZ}.
2. Stabiliti care dintre multimile A= {x e N|1 <x <2} si B = {x € N| 2% < x < 21} are mai multe elemente.
. Se considerd multimile A={1,4,7,10,13, ...}, B={2,5,8,11, 14, ...} si C= {k*| k e N}.

a. Scrieti fiecare dintre multimile A si B cu ajutorul unei proprietati comune elementelor lor.

={(x,y) e NxN| 2x + 5y = 40};
{(x,y) € ZxZ|xy+3x+3y=12}.

g

&

L)

k. Identificati cele mai mici cinci elemente ale multimii A ~ C.
¢, Ardtati cd multimile B si C sunt disjuncte.
g. DemonstraticaAnB=y.

- Notdam cu P multimea punctelor planului si fixaim doud puncte A,BeP. Determinati multimile
M, ={Xe P|XA=XB}si M,={X e P|AX = AB}, apoi reprezentati-le geometric.

)
o

Autoevaluare
1. Scrieti fiecare dintre multimile A, B, C cu ajutorul unei proprietati comune elementelor:
a. A={0,1,8,27,64,125}; b. B={6,12,18, 24,30}; c. C={-30,-25,-20,-15}.

2. Se considera multimile A = {x e N |x* < 25} si B= {x € N| 2*< 25}. Stabiliti valoarea de adevar a fiecireia dintre
urmatoarele propozitii:

a. PLACB; b. Py BCA; c. PA=B.
Lo, . 2x-5
3. Determinati multimea M=<xeZ 1 eN ;. {3p)
X+

Motia, Se acorda 1 punct din ofichs,
Timp de lucry: 20 de minute,
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Lectia 2: Intervale numerice si reprezentarea lor
pe axa numerelor; intersectia si reuniunea intervalelor

Cuvinte-cheie

interval de numere reale interval deschis interval inchis
interval marginit infinit interval nemarginit
reprezentare geometrica intersectie reuniune

Fenomenele sau procesele din viata de zi cu zi se deruleaza deseori intre anumite
imite. In vorbirea curent&, spunem ca un astfel de eveniment (proces, fenomen)
se desfdsoara intr-un anumit interval, definit de conditiile specifice evenimentului
raspectiv.

In timpul unei etape de raliu, o masina parcurge o distanta bine delimitata (inter-
valul dintre start si sosire), intr-o perioadda masurata cu precizie (un interval de timp).

Evenimentele hidrologice desfasurate in amonte determind ca nivelul apei
dintr-un rau sa se modifice Tntre anumite limite — astfel, nivelul apei variaza ntr-un
anumit interval.

Sa observam cd toate aceste procese sunt continue: masina de raliu nu poate
zjunge de la start la sosire fara sa treaca prin toate punctele de pe traseu, dupa
cum nivelul apei nu poate creste de la 8cm la 12 cm fard sa fi ajuns la 9,12 cm,
1210,243 cm sau la orice alta valoare cuprinsad intre 8 cm si 12 cm.

Pentru a studia astfel de procese, este nevoie sa descriem multimile de numere
reale care, odata cu orice doud valori ale lor, a si b, contin toate valorile intermediare
cuprinse intre a si b.

Mate practica

Meteorologia este disciplina care se ocupa cu studiul fenomenelor atmosferice si prognoza
lor. Majoritatea activitatilor umane depind de conditiile meteo, iar prognoza fenomenelor
atmosferice ne ajutd in planificarea acestor activitati.

Dimineata, la ora 6°°, Rares observa ca termometrul arata -3 °C.

Masurand temperaturile din ora Tn ora, Rares obtine valorile:

600 700 goo goo 100 1100 120 13% 1400
=30 N2l DSl BANhE 326 4,2°C 6°C 7,4 °C 9°C

in ce interval orar s-a atins temperatura de 0 °C? Dar cea de 5 °C?

Ce temperaturi s-au inregistrat pani la ora 14%°°?

Pe masura ce afara se Tncalzeste, temperatura nu poate ajunge de la o valoare mai mica la una mai mare fara
sa treacad prin valorile intermediare.

Astfel, temperatura de 0 °C s-a atins intre ora 8% si ora 9%, iar cea de 5 °C intre 11%° si 12%.

Temperaturile Tnregistrate Tntre orele 6% si 14° sunt cuprinse intre =3 °C si 9 °C sau, asa cum citeste Rares in
aplicatia Vremea de pe telefonul sau mobil, sunt situate in intervalul de la -3 °C la 9 °C.

De retinut

Un interval de numere reale este o multime I de numere reale cu proprietatea ca, pentru orice doua numere
reale a, b € I, cu a < b, orice numar real cuprins intre a si b apartine multimii I.
Cu alte cuvinte, o multime I — R este interval daca:
pentruoricea,be I,a<b, sioricexe R astfel incat a<x < b, rezultd x  I.

Avand in vedere corespondenta dintre multimea numerelor reale si axa numerelor, intervalele de numere reale
se reprezintd geometric sub forma de segment, semidreapta sau dreapta (intreaga axa).




Intervalele se clasifica in:

» intervale mdrginite — a caror reprezentare geometrica este un segment;

- intervale nemdrginite — a ciror reprezentare geometrica este fie o semidreapta, fie axa numerelor.

in tabelul de mai jos sunt prezentate atét toate tipurile de intervale de numere reale, denumirile, cat si reprezen-
tarea geometrica a acestora pe axa numerelor. Spunem ca un segment este inchis daca isi contine capetele, deschis
daca nu le contine, respectiv semideschis daca doar unul dintre capete apartine segmentului. Similar, vom numi
o semidreapta Inchisd daca aceasta isi contine originea, si deschisd, in caz contrar. Pentru a reprezenta geometric
o extremitate a unui interval care apartine acestuia, se foloseste un punct plin sau o paranteza dreapta, iar pentru
capetele care nu apartin intervalului, se utilizeaza un punct gol sau o paranteza rotunda. Simbolurile ~c (minus infinit)
si + (plus infinit) nu sunt numere reale; acestea se utilizeaza pentru a scrie intervale nemarginite de numere reale.

D Intervale marginite

.y Figura AT . oo .
Reprezentarea geometrica geometrici Definitia intervalului Denumirea intervalului

> segment . P
, ; Tngchis [a,b]={x e R|a<x<b) interval inchis: a, b € [a, b]
> segment . :
. p dégschis (@, b)={x cR|a<x<b} interval deschis: a, b ¢ (a, b)
5 segment interval deschis la stdnga si inchis
a b semideschis (@ b]={xeRla<x<b} "3 qreaptara e (a,b], b e(a, b]
> segment b) - Rla<x<b interval inchis la stanga si deschis
a b semideschis (@ b)={xeRla<x<bi  "|iqreapta:a e [a, b), b ¢ [a, b)
Intervale nemarginite
Reprezentarea geometrica Figura_ < Definitia intervalului Denumirea intervalului
geometrica ;
»  semidreapta interval inchis la stanga:
—0 a +o0 nchisi [a, +OO):{XER‘XZC1} qe [Cl, +oo)
» semidreapta ‘ interval deschis la stanga:
— a +oo deschisi (@, +0)={x c R|x>a} a ¢ (a, )
»  semidreapta interval inchis la dreapta:
—o0 b i inchisa (o0, b] = {x e R|x<b} b e (-, b]
o »  semidreapta interval deschis la dreapta:
—00 b +00 deSChISé (—CY), b) = {X elR ‘ X < b} b ¢ (—(X), b)
—0 :.:f dreapta (o0, +0) =R multimea numerelor reale
Observatii

1. Folosind paranteze rotunde/paranteze drepte pentru a marca extremitatile, intervalele [a, b], (c, d), [m, ),
(—o0, n) se reprezinta astfel:

I 1 > { } =
1= B - 4 7 =
—0 a b +00 —0 c d +00
3 >
t > —
—o0 m +00 —00 n +a0

2. Notatiile [—w, a), [, a], [a, +»] sau (a, +] nu au sens. Multimile notate cu (a, a), (a, a] sau [a, a) nu contin
numere reale: (a, @) =(a, a] = [a, @) = @. Multimea notat cu [a, a] se reduce la un punct (interval degenerat):
[a,a]={xeR|la<x<a}={a}.

3. Consideram multimile A={x e R|-3<x<2}; B={x e R¥*|-3<x<2}; C={xe Z|-3<x<2}. Dintre acestea,
doar multimea A reprezintd un interval de numere reale; mai exact, A =(-3, 2]. Multimea B contine elemen-
tele —1 si 1, dar nu contine elementul 0, care este cuprins Tntre =1 si 1, deci nu este interval. Totusi, multimea B
se poate scrie ca o reuniune de doud intervale distincte: B=(-3, 0] U (0, 2]. Multimea C este intersectia intervalu-
ui (-3, 2] cu multimea numerelor intregi: C=(-3, 2] " Z={-2, -1, 0, 1, 2}. Justificati de ce C nu este un interval!



Exemple

1. Consideram urméatoarele multimi de numere reale, definite prin cate o proprietate a elementelor:

a. A={xeR|-2<x<3}; b. B={xeR|-45<x<2}; & C—{XCR —%§x<%1;

d_D:{ng|x>\/§}; e.E:{XeR|—4,5SX}; f-F:{XER\XS\/g}-
Dintre acestea:
« A, Bsi Csuntintervale marginite: A = (-2, 3), B=[-4,5; 2], C {—;,ﬂj;

= D, E si Fsunt intervale nemarginite: D :(\/5 +oo), E=[-4,5; +oc), F :(—oc, \/ﬂ

2. O multime de numere reale reprezentata pe axa numerelor printr-un segment este un interval marginit:

8 0 A _ C 0 fa) _

-2 0 2 - -2 0 1,5 -
Multimea reprezentata prin segmentul inchis BA este Multimea reprezentata prin segmentul deschis CD este
intervalul inchis [-2, 2]. intervalul deschis (-2; 1,5).

3. 0 multime de numere reale care se reprezintd pe axa numerelor sub forma unei semidrepte este un interval

nemarginit.
p 0 0 . S 0 R _
-3,5 3/2 i —2,4 1 :
Semidreapta deschisd PQ este reprezentarea pe axa Semidreapta inchisa RS este reprezentarea pe axa a inter-
aintervalului (=3,5; +). valului (—o, 1].
Cultura matematica 8
In muzic4, un interval este raportul dintre inaltimile a doud note. Inter- =2
valul muzical constituie elementul de constructie fundamental in orice 3 _
alcatuire melodica sau armonicd. Muzica pe care ¢ ascultam este o % 2= i e — E
insiruire, interesanta si creativa, de intervale muzicale. -

I II III 1Iv VvV VI VII VIII

Lunea, elevii clasei a VIII-a A dintr-o scoala au ore in intervalul orar 8-13,
iar elevii claseia VIII-a B au ore de la 9 la 14.

8:00 Istorie
9:00 Franceza Engleza
10:00 Matematics Romana

a. In ce interval orar au fost prezente in acelasi timp la cursuri ambele
clase?

& In ce interval orar au fost prezenti la cursuri elevii de clasa a VIII-a?

Asociem perioadelor de timp petrecute la scoala de cele doua clase 11:00 Fizica ; Matematica
intervalele [8, 13], respectiv [9, 14]. 1200 Desen  Muzicd
Intrucat intervalele sunt multimi de numere, putem efectua cu acestea 13:00 Geografie
operatiile de intersectie, respectiv reuniune. R
' i 14:00

Cele doua clase au fost simultan la cursuri de la ora 9 la ora 13. Asadar,
[8,13] ~[9, 14]=[9, 13].

Elevii de clasa a VIII-a, fie de la o clasd, fie de la cealaltd, se afld in scoald intre orele 8 si 14. Putem scrie
[8,13] U9, 14] =8, 14].

De retinut (&) _

Se considera doua intervale de numere reale, I si J. Atunci:

« multimea I J={x|x e I'saux e J} se numeste reuniunea intervalelor I si J‘

= multimeaInJ=1{x|xelsixe .3'] se numeste intersectia intervalelor I siJ.

‘Pentru determinarea intersectiei si a reuniunii a doud sau mai multe intervale, se poate utiliza reprezentarea
lor geometrica pe axa numerelor. :
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Exemplu
D Fie intervalele I =[-1, 3] si J= (1, 4). Pentru a determina multimile I n J si I U J, parcurgem pasii:
Pasul 1: Reprezentam pe axa numerele -1, 3, 1 si 4 (capetele intervalelor I si J) si obtinem punctele
C(-1), D(3), E(1) si F(4).
Intervalului I'fi corespunde, pe axa, segmentul inchis CD, iar lui J7i corespunde segmentul deschis EF. Marcdm
corespunzétor aceste intervale pe axa numerelor, folosind notatia cu paranteze:

C E D F
: ( — -
D -1 0 1 3 4 oo
Pasul 2: Hasuram segmentul CD intr-un anumit sens si segmentul EF in alt sens.
c E D F
LV/////’///MW\\\\\@} %
— -1 0 1 3 4 o
Pasul 3: Intersectiaintervalelor I si J este multimea punctelor hasurate in ambele sensuri:
InJ=(1,3].
Reuniunea intervalelor I si J este multimea punctelor hasurate cel putin o data.
IuJ=[-1,4).

Observatii
Intersectia a doud intervale poate fi:

S T

'[_2;:3]5-[.1,00):[1,3]: DS '{;1_'1]-0

Reuniunea a doua intervale poate fi:

o multime care nu este interval
(_w'l 1)U (O! 4) = (_—QO, 4)

=

Al Sl

Portofoliu

1. Folositi reprezentarile grafice ale intervalelor pe axa numerelor pentru a efectua operatiile cu intervalele indi-
cate la rubrica Observatii, de mai sus, punand in evidenta legatura dintre:
« operatiile de intersectie si de reuniune a intervalelor;
« intersectia si reuniunea segmentelor sau a semidreptelor.

%

2. Dati cate doua exemple pentru fiecare tip de multime care poate fi obtinuta ca rezultat al intersectiei, respectiv
reuniunii a doua intervale.

~2.3. Modulul unui numér real

Activitate pe echipe

Se imparte clasa Tn doua grupe, colegii de banca fiind in grupe diferite.
Fiecare elev trebuie sa scrie pe o foaie de hartie numere reale cu modulul mai mic sau egal cu 4, respectand
urmatoarele conditii:

Grupa 1: Grupa 2:

Al trei numere naturale; A2 trei numere intregi negative;
21 trei numere rationale negative; B2 trei numere rationale pozitive;
C1 trei numere irationale pozitive. Cz trei numere irationale negative.

Numerele scrise sunt prezentate la tabld, insotite de justificarile necesare.
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